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　　　　　　　　　　　　　　　　４．代替･定理（続）
　4.筆者に前章において，代替定理を線型計画を用いて証明した．本章においては線型計画（４
一一３）による最適解へのSimplex法による収束過程に，考察を集中した／即ち目的函数を改善す
るために，次々に新らたな基底が’構成されるのであるが，これヽらの基底はそれらが作る各凸錐の
frameを構成する．そして斯る凸錐はに何れも目的函数を下界とするcompactな集合を構成し，
これら下界において目的函数は極大値をとる．基底の変更は目拍函数を改善し，最後に最適基底は
目的函数の最迪値を保証するであろう．
　なお，代替定理の成立するためには，各産業より１個宛とられたベクトルの行列が　Hawkins-
Simonの条ｲ牛をみたすことを要する．本章で筆者は，この条件と異る他の表現をなし，これを定
理２とした．
　次章に１個の本源的生産要素を用いるLeon･tief体系による均衡体系を考察するであろう．この
体系では代替定理(the theorem of sｕ･bstitutability)が適用される(1)この定理によれば生産係
数の固定性は，決して限界生産力に関する定理の適用を排除するものではない．丁その理由は，本
質的には，仮定によって唯一の固定要素があること，唯一の真実の社会費用が存在することであ
る．財貨の相対価格は，その直接及び間接の労働内容〔費用〕に依存するにすぎないであろう」(2)
我々は先づ，代理定理を線型計画の見地から取り上げるであろう．我々は7バ固の企業があると仮定
し，各産業は数個の代替的生産方法を有するとする．また各産業に夫々1君の財のみを生産し，そ
して各企業とも財貨の外に，唯一の本源的要素（労働）を消費すると仮定する．かくて我々は次の
技術行列を示すことが出来る．
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ここにａｕ≧0，1－ａｕ＞0である.7バ囚の産業の各活動は単位生産物並に財貨及び労働の投入係数
を示す．各活動の最終行は労働の投入係数を示す．
　扨Åを以て上の技術行列（4－1）における最初の7z行よりなる行列を表し，X/を以て（4－1）
の最終行を示すとする．然るときは次の線型計画をたてることが出来る(3)
　　　　　λχ≧Ｃ
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この線型計画における，列ベクトルＣは財貨に対する最終需要である．この極小の問題Ｒ二次の如
き極大の問題に転化される，
　　　　　(－ｙ1)Ｘ≦－Ｃ
　　　χ≧0
－ＴＶ＝(－χ/)χ＝ｍａ工、
(4－3)
　(4-3)をとくためには■ slack変数を導入し目的函数　－７む= (-.T/)Xを改善してゆく繰返し過
程の後,に，最適基底は各産業の最も有利な生産過程１個宛選択された1　11個のベクトルによって構
成されるであろう．いま最適基底をー/1°　で表せば，（-ﾉ１°）Ｘ＝－Ｃは(i) -CくO　に対して
はＸ＞Oなる活動水準をもつであろう, (ii) -C≦O　に対してはＸ≧O　なる活勁水準をうるで
あ.ろう. GOの場合には退化の現象が生ずることもありうるであろう. (i), (ii)何れにしても非
負の活動水準によって(-A°）のベクトルを結合して，非正の最終需要を表現出来るものである.
（－ｙ1°中にはslackベタートルは含まない）．このためには所謂Hawk ins-Simonの条件をーλ゜
がみたすことを要する．我々はこの条件にかえて他の表現をとりうることを後に示すであろう（後
出1　定理２）．
　上述の推議を完成するために，叙述を進めなければならぬ. (4-1)で示した如く各産業は生産
工程の集合を有している．各生産工程集合巧０＝レ‥,77）に関して次の仮定がなされる.（4へ
　仮定　１．巧は凸集合である．もしこの仮定が厳格に凸槃合の仮定を含むとすれば，それは規
杖に関する収穫非増加の場合をも包含しうることになるであろう．それ故，規模に関して収穫不変
の場合に問題を限定するために，我々は次の仮定２を付加する．
　仮定　２．巧は加法的である．
　通常巧が閉集合であることが仮定されるのであ･るが，我々は後出の理由からこの仮定を省くこ
とが出来る．
　扨我々は　　　　　　・
　　　　　-AX=Y　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(4－4)
によって定義される全産業集合に関する一般の仮定を考える．我々は金生産集合ｙに関して次の仮
定をおく．ここでｙは各産業より１個宛とられた刀.個の活動に関して，正の一次的結合である．我
々は全生産集合ｙに関して次の仮定をおく．
　仮定　1'. yは凸集合である．
　仮定２ '． ｙは加法的である．
　仮定3.　QeY.それは不活動の可能性を意味する．このときは各産業に関してOeYj.
　仮定4.　ｙｎ(－ｙ)⊂:{0}.これは生産工程が非可逆的であることを表す．
　仮定　5.　YD I?jc]{0}. /?ｊは7,次元空間『の正象限を示している．
　我々は線型計画(4－3)が任意の－Ｃ≦Oに対.して最適解に至る繰返し過程に転じよう．我々は
初めに，すべてslackベクトルよりなる基底から出発する．次に繰返し過程の進行につれて，基底
中のslackベクトルの全部は，各生産より１個の工程が囲ばれた,7個のベク･トルによって順次取
り代わられるであろう．最適基底に到達したとしても，その基底中の一部が依然としてslackベク
トルによって占められることかおりうる．従って我々は後述定理.2の条件がみたされていると仮定
する．依て最適解に亘る過程において．基底は上の如く各産業より選ばれた7z個のベクトルよりな
るものとする．最終需要は－ＣくOとおく，然る時は，－ＣくOに関連してこれら77個のベクトル
によって張られた凸多面錐尺1が存在する．即ち一般に凸多角錐は
　　　　　尺1＝Σａｊｔ工ｊ≒　工ｊt≧0，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(4－5)
　　　　　　　J=1
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ここにαyは産業ｊのｊ番目のベクトルを表す．この時の基底α7り＝1,….")に対する厳格
な正一次的結合は凸釦尺1の内点を構成する．即ち－Ｃ＝Σｙμゾ.j丿＞Oである．これより後
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j-1の段階では，この凸多面錐を構成する各産業のベクトルか，同一産業内のより有利な工程によって
取替えられ最適解に近付いてゆく，従って凸多面錐のframeは，最適解に至るまで，各産業より
１個宛とられたベクトルによって構成される．解はこれら71次元凸錐の内点て与えられる．これに
対して－Ｃ≦Oなるときには，定理2'の条件をみたす限り基底中にはslackベクトルは存在しな
いが，若干の産業のベクトルは基底の中に入らないことも起らう．このときにおける凸錐は必ずし，
も,z次元とは限らぬ．解はこのような凸錐の内部に存する．斯様に－Ｃく0，と－Ｃ≦Oとで基底
ベクトルによって構成される凸錐の次元を一応区別しておくのか好都合のように思われる．
　定理1. yはcompactである．
　次にｙ1がcompactな集合であることを証明する．ここに尺1;⊃ｙ1.
　　(i).凸多面錐瓦1は閉集合である．
このためには,Ｊり瓦' {v=＼,2,…), lim y^ =yならば丿尺1なることを示せばよい．仮定によっ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　1ﾉｰﾀc〉り　　　　　　　　，て，各デは尺1にぞくする．それ故(4－5)から
y=Σり
　　j-1
ｔ工jｔリ　ヱjリ≧O.
扨勾勺はｙの連続函数であるから
　　　　　t町乱jげ(ノ)＝ヱj(ｙ).
他方において(4－6)は
　　　　　ｙ゛゜Σり‰ｙ(j丿)　(v=l,2.…)
　　　　　　　J=1
レ→ｏｏならば，
　　　　　jy°ΣりW(y).
　　　　　　　j=1
(4－6)
(4－7)
(4－8)
(4－9)
(4－7)において，ある活動水準　jり゛(ダ)についてｌ　　工ｊ(ｙ)＞0一ｚy(jy)≧O.なる故に，
(4.-9)におけるｙはa/,(j =レ‥> ｎ)の正の一次的結合である．依てｙ尺1 (5)
　(ぶ). Y'は有界である．
－Ｃは基底ベクトルの厳格に正の一次的結合(strictly positive linear combination)であるか
ら，－Ｃく0，
Σａｊｔ工ｊ＝－Ｃ１　工/>o (i = i.-･，肩
ゴー1
●
(4－10)
そして（4―5）から‐Ｃ6ｙ1．扨―Ｃにおける超平面（byperp1ane）を考えよう．行列―ふを
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　（4－13）は超平面上における線分“－Ｃ－ｙ”にＩ）．　が垂直であり，従って法線ベクトルとなる
ことを表わす．
　扨仮定４によって全生産集合Ｐｎ尺？c］{0}.このｙ1は瓦1において－Ｃを通る超平面（4－
12）によって下に有界となっていると考えることが出来る．即ち超平面上の任意の点をｙをとり，
且ダ（Ｋ｀とする．尺1の任試の点をｙとすると
　　　　　　ｙ碗y
｀なる如きｙを以てｙ1を構成することが出1来る．即ちy,YK
　ら（4－12）はｙ1の支持平而(supporting plane ）である．
　ては，我々はＯをおくことが出来る．
　　　　　　　　　（4－14）
ｙ1は閉集合であり境界線を含むか
ｙ1の上界(upper ･bound)につい
　　(i), (ii)から全生産集合.ｙ1はcompactであることが言える. compactな集合に関して次
のことが言える.
　compactな集合ｙ1において，一次函数（4－12）は－Ｃ点においてその極大値をとる.然し
ｅ仔icient facet の概念からは, efficient facet は支持平面の点ｙｏの集合よりなる.,但し. y'(Y'
の条件の下で．従って線型計画における極大値の点は, activity analysisのefficient facet の概
念よりもせまい概念である．
　境界面の内点－Ｃが一次函数（4－12）の極大値を与えるとゆう，提言は全生産集合ｙ1に関連
する．もし，他の基底を採用することによる他の全生産集合が，境界面の内点－Ｃにおける一次
函数により大なる値を与･えるならば，ｙ1を構成する基底は線型計画（4一3）の最適基底ではない
であろう．一次函数(4-12)の改善は，ｙ1から，同一産業内のベクトルの交換に関連してなされ
る．
　双対法による線型計画（4－3）においては，目的函数の改善はまた次のようにしてなされる．ｙ１
を構成する基底に対応する活動水準X1をとれば／目的函数は上述の如く　－ｌむ＝－F1×1.もし我
々が産業ノのた番目のactivityり゛を基底に導入するとすれば，この函数の改善は次のようにし
てなされる，（4 －12）より
　　　　　　－tむ＝Ｒ(－Ｃ)－０八－Ｃ)
但し，(一丸)-1のバ?を♂とするとき，♂(－Ｃ)＜O,とする．またθ＞0，
改善される．
　　　　(4-15)
然るときは― zvの値は
活勁αjの導入に伴う新基底を一山で表わすことにする．然らば（4 -15)式は
　　　　　-IV = P2(-C:j)　゛Ｃ＞0
となる，ここに
　　　　　几＝－ｙ2(一山)-1
(4-16)
(4-17)
で，－ｙ2は一山の労働係数である　．またＲ＞０．なんとなれば基底にslack変数を含まない
からである．我々は-A2に関辿し新全生産集合ｙ2を構成することが出来る. (4-16)はｙ2の
境界面（の内）点－Ｃにおいて方向係数几＞Oをもつ超平面であることを示している．我々は生
産集合の変更は，同一の境界点　－Ｃを通る超平面の方向係数を変えることになる，と言うことが
出来る．勿論これによって（4－12）の一次函数は改善される．このようにして，我々は最適基底
に到達することか出来る．
　我々は繰返し過程の初期における全生産集合について一言付加する必要がある．斯る段階におけ
る基底はslackベクトルを含むことが考えられる，従ってこの場合の全生産集合は斯るslackベ
クトルをもframeとする.Ｒ゛空間に凸多面錐の一部分を構成するであろう．この場合において
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も全生産集合の境界点－Ｃを通る超平而が存在する．但しこの方向係数？の成分の一部はＯで
あろう．
　このようにして，我々は各産業から１個のもっとも有利な過程を選ぶことによって，最適基底に
到達することが出来る．最適基底の刀一月　行列をーλ゜で表わす．我々の推論は，これまでＣン0
の仮定の下に進められてきた．もしＣ≧Oとしても我々の推論は変更されない．任意のＣ≧Oに対
して，
　　　　　　－λ゜x=-c,　χ≧0，
が成立つ．この時には，全生産集合を張るframeの数が，
･れは退化現象である．
　　　　　　　　　　(4－18)
滅少することも起りうるのであり，こ
　ここで（4－18）が成立するための条件を付加すjることが必要である．行列－j4°は対角線に並
ぶ要素は負，それ以外の要素は非負のn―n行列である.（4－18）の成立条件はHawkins･Simon
の条件と同一であるが，我々は他の表現をとることにしよう．
　定理2. (4―18)が実現するための必要且つ充分な条件は一八°によって張られた凸多面錐が
負象限を含むことである．即ち
　　　　　一八°χに⊃Ｒ”,　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4－19）
ここにＲ”は負象限を表す．なおーλ゜は各産業から任意に１個宛とられた，7z個の,ベクトルよ
りなる行列を以て代用出来る.
　　（充分性), -A°Ｘ，Ｘ≧Oは閉集合を作る．従って任意の－Ｃ≦Oを含むことが出来る．
　べ必要性）．凸錐一八゜Ｘ，Ｘ≧Ｏは正象限を含むことは出来ない．もし，－ｊ°Ｘが尺ｊを含
むとすれば，一八゜Ｘ＝ｃ.　ｃ≧０．これは我々の最終需要の定義－Ｃにむじゅんする．次に一八°Ｘ
がlineal (notpointed)であるとする．然るときは，それは全空間尺”をみたす．従って（4－19）
が実現しなければなら.ない．なお条件-ﾉ1°X = R-"又は－ｊ°ＸＣ］尺？が実現し得ないことは，
行列－λ?の性格から明らか．
　定理２の条件（4－19）や最適基底－Å゜をみたすとの仮定の下に，我々は次の紡論’をうる．
　定理5. -A゜を各産業から１個のもっとも有利な工程を選択したμ‾μ　行列とする．然る時，
任意の最終需要－Ｃ≦OはーÅ゜が(4-19)の条件をみたすという仮定の下にーÅ゜のベクトル
の正一次的結合によって生産されるであろう．各産業は，－λ゜においてもっとも有利な工程を選
択しているから，各産業は如何なる最終需要に－Ｃ≦Oに対しても，常に同一の生産工程をとり続
けるであろう．
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